Vypocéty integrali

Zakladni vypocty ze vzorct

P1i urcéovani zakladnich integrald je tfeba vychazet z toho, ze Ve € R a pro kazdé funkce f a g,

[e @ tgenae—c: [ arte [g@w)a

Tedy, ze integral souctu (resp. rozdilu) funkci je soudet (resp. rozdil) integralt téchto funkci a Ze
jakoukoliv konstantu lze ”vytknout”pied integral. Ob€ tyto vlastnosti vychéazeji z vé€t o derivacich

plati vztah

funkci.
V pripadé, Ze integrujeme podil dvou funkci, byva velmi vyhodné sledovat, zda Citatel neni derivaci
jmenovatele (nebo nasobkem). Potom lze totiz snadno integrovat podil podle véty
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coz vyznamné uleh¢i vypocet. Dukaz této véty je pomérné prosty:
Diikaz: Necht F(z) = In|f(z)| + ¢, potom
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a tedy zfejmé plati, Ze
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Integrace per partes

Castou situaci pii hledani primitivnich funkeci je feseni integralu ze soucinu funkei. Pokud vyjdeme
z derivace soucinu funkci u, v, dostaneme rovnost

Po integraci obou stran podle proménné x ziskavame

u(z) - v(z) = /u(:c) ~v(z)de + /u(x) ~v(z)dx

Mimochodem vSimnéme si, Ze pfi volbé u(z) = ¢, kde ¢ € R, v(x) = f(z) dostavame

u(z) =0, v(x) = /f(:z:) dz

a tedy po dosazeni
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P1i integraci per partes je nejzasadnéjsi spravna volba toho, kterou funkci budeme pro tcely dalsiho
vypoctu derivovat (tu zvolime jako u(z)), a kterou budeme integrovat (to volime jako v{z)). Obecné
Ize Tici, ze kazdy mnohoclen budeme derivovat, protoze po koneéném poctu derivaci z néj postupné
dostaneme konstantu, kterou zderivujeme na nulu, ¢imz jeden clen zcela vymizi. Podobné volime za
u(x) vzdy cyklometrické a logaritmické funkce (uz jen z toho duvodu, Ze jejich integrély nezname,
pfipadné nam jejich tvar nijak nepomize). Naopak za funkce, které budeme integrovat volime (témér
vzdy) funkci e”, nebot se jedna o jednu z mala funkci, kterd se po integraci nestava komplikovanéjsi.
Neékdy je také vhodné o integrované funkci h(x) uvazovat jako o souéinu 1 - h(z) a funkci h derivovat
a funkci 1 integrovat na x. To se hodi predevsim v situacich, kdy vime, ze funkce h se derivovanim
vyrazné zjednodusi, anebo pokud vime, Ze x ziskané integraci funkce 1 ptjde vykratit.
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Substituéni metoda

Substitu¢ni metoda vypoctu integrald je uréena pro integraci slozenych funkci. Celd metoda vychazi
z vlastnosti derivace slozené funkce. Mame li totiz funkci f(x) = h(g(x)) (tedy g je vnitini funkce a h
je vnéjsi funkce), plati pro derivaci funkce f, Ze ji lze spocitat jako f(x) = h{g(x)) - g(z). Polozime-li
substituci g(z) =t (kde t je nova proménnd, podle které budeme integrovat), potom zcela jisté plati,
ze g(x)dx = t'dt a tedy g(x)dz = dt.
V praxi tedy zavedeme substituci a nasledné zderivujeme funkci g, abychom zjistili, ¢emu se rovna dt.
Integraly pocitané substitué¢ni metodou na stfedni skole jsou ¢asto velmi jednoduché a substituce je
pomérné nasnadé hned po precteni zadani. Na vysoké skole se pfi vypoctech setkate se substitucemi,
a integrovana funkce se substituci velmi zkomplikuje (nakonec ji ale lze diky substituci vypocitat).
Na konci vypoctu se vzdy vracime do puvodni proménné!
Substituéni metodu si predvedeme na konkrétnim piikladu. Mame vypocitat integral
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Integrovéani vyzaduje mnoho zkusenosti, je tfeba umét rozpoznat, kam chceme vypocet dovést. V prvni
chvili nés jisté napadne substituce ¢t = 1 — 2. Problém ale tkvi v tom, Ze pokud se budeme snazit najit
vyjadieni dt, vyjde dt = —6z° dz, coz je vyraz, ktery v zadaném integralu nelze jednoduse vytvorit
(uvédomme si, ze nelze do integralu jen tak ptidat z3, protoze tento vyraz zévisi na piirtistku dz!).

2.3
Bylo by samozifejmé mozné cely zlomek rozsifit vyrazem :223 , ¢imz sice vytvorime potfebny citatel, ale jmenovatel se neimérné zkomplikuje - pribude

v ném vyraz —313, ktery je nutné vyjadfit pomoci nové proménné t. Toto vyjadieni je —32% = —3y/—{ — 1, coz integraci de facto znemozni.
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, ¢imz vychazi dt = 322 dz. Vypodet integralu poté vypadéa nasledovné:

V tomto pfipadé si vSimneme, Ze bychom uméli nalézt integral dt, zavedeme tedy substituci
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Rizné a zajimavé
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