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Odvozeni vzorcu pro vypocty derivaci

Definice:Necht f je funkce definovand v okoli bodu z, € R. Potom limitu (pokud tato limita
existuje!):

i £ = fe)

T—To xr — To

nazyvame derivace funkce f v bodé .. Znacime f'(z,).

Pomoci této definice odvodéme pravidla pro pocitani s derivacemi a pro samotné vypocty uz definici
vyuzivat nebudeme - podobné jako limity nevypocitavame z definice, ale pomoci riiznych usnadnuji-
cich pravidel.

1. Derivace souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu funci

Necht f, g jsou funkce, které jsou definované v okoli bodu z, € R. Potom vzorce pro vypocet
jejich souctu, rozdilu, sou¢inu a podilu (pro podil predpokladame, Ze g(x,) # 0 v okoli bodu z, € R)
odvodime nésledovné:
a. soucet:

(16 + o)) = Jim = Jim, = -
~ lm <(f(f;) :g:(%) (9(2 - ZE%))) Tim <(f(:;) g;fo(xo)> + lim ((9(2 - ZE%))) _

b. vztah pro derivaci rozdilu dvou funkci dokédZeme zcela analogicky

(f(z) = g(@)) = (f(wo) = g(zo)) _ (. (f(2) = f(2o)) + (—g(2) + g(,))

(f(x) = g(z))" = lim

= (o) — g'(xo)

¢. Pro soucin dvou funkci plati:

(@) - g(@)) = tim L@ 9@ = (Fwe) -gl@e))

f (@) 9() = () 9(w) + 1) - glwe) = (o) - glwe))
i F@) (9(0) — (@) + glwe) - (F(a) = F(20)
= i ) (LD iy g (HEZLED)
=ty Jim (V2N gt (S pa) o + 1100 - ate)
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d. Podil dvou funkci lze odvodit dvéma zpisoby. Bud pfimo (jak nize pfedvedeme), nebo tak, ze

nejprve odvodime derivaci funkce ﬁ a posléze dokazujeme vztah pro podil jako soucin dvou funkci

f(z)- Wlx). P#imé odvozeni vypada takto:

F@)\’ fl) _ f(zo) f(@)g(x0)—f(20)g(x)
( ) ~ i 9@ @) _ T g(egl@s)
g(x) T—=To T — To T—To T — To
_ i J@)9(@) + f(@o)g(wo) — f(wo)g(wo) — f(wo)g(z) _
g% (xo) v—wo T — T
LU @) fe)] - fla)e() — g()]
92 (z5) =0 T — T
_ _ / _ /
= L (g(ee) tim LRI (g iy 9@ = 9@)) _ fzedolee) — Sze)g'(ze)
?(xo) ToTe T — To ToTe T — To (o)
2. Derivace elementarnich funci
Postupné odvodime derivace vsech elementarnich funkci.
a. konstantni funkce f:y=c¢, ccR:
i L&) = S@) ez
T—To T — Lo T=To T — Xo
b. mocninna funkce f:y=2", neN:
_ n __ .n _ n—1 n—2 n—3,.2 .. n—2 n—1
lim f(l?) f(xo) — lim x Lo — lim (.CU $0)(x +x ZLo +x Ty + +§E§EO + Lo ) —
T—To xr — To T=To T — Lo T—To T — To
= 1i_>m (" " e a2 Bk 4 a2t ) =2
n élenu

Je tfeba mit na paméti, ze toto odvozeni ma smysl pouze pro pfirozené mocniny. Pro libovolnou re-
alnou mocninu vztah odvodime ve chvili, kdy budeme mit odvozeny vzorec pro exponencialni funkci.

c. exponencialni funkce Zacneme funkci f : y = e® a pfi dikazu vyuZijeme alternativni definice

f(zo +h) — f(xo)

derivace - derivace jako limita }Lim a déle v postupu vyuzijeme znamého faktu, ze

—0 h
.oe*—1 .
lim = 0, tedy postupujeme takto:
a—0 [0
To+h _ o To h—l h—l
hmuzlimu:e%- lime = g%
h—0 h h—0 h h—0 h

Pokud chceme dokézat vztah pro obecny zaklad exponencidlni funkce, tedy pro zéklad a € R*,a # 1,
musime vyuZit stejné limity jako v pfedchozim dikazu a navic zndmého vztahu a® = e(? a") = (hlna),

(zo+h) _ o To(gh _ 1 h_ 1 (klna) _ 1
im & =0 gy GO ) ey T e T
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
1 (hlna) _q (hlna) _q
=ag" - lim pae’ 72 =g Ilna- lim e - =a"lna
h—0 \ Ina h h—0 h-lna

Je tfeba si uvédomit, ze vyse uvedené odvozeni vyuziva faktu, ze vyrazy a® a In a nezavisi na ménicim
se h. Dale je zfejmé, ze Va € R plati, Zze h-Ina = 0 pro h — 0. Bez téchto dvou vlastnosti by dukaz
nebyl mozny.
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d. logaritmicka funkce - pfi odvozovani vzorce pro logaritmickou funkci vyuZijeme vzorce pro
derivaci inverzni funkce (tvrzeni uvedeme bez dikazu). Za¢neme pfirozenym logaritmem:
Derivace inverzni funkce - tedy derivace funkce yo = f~!(z,), kde zo = f(yo):

!/ —1y/ r) =
Yo = (f ) ( ) f,(yo)

Necht tedy y = f~!(x) = Inz, tedy x = €Y. Dale f(x) = €, f'(x) = €* (= f'(y) = €Y). Ze vzorce
pro derivaci inverzni funkce vyplyva, Ze:

(Ina,) = —— = — = =

Snadno uz ziskdme derivaci

(log, ) = (WU)/ L ey 2

Ina Ina z-lna

Nyni uz muaZeme pfistoupit k rozsifeni mocnin v mocninné funkci na vSechna realna éisla:

e. mocninna funkce - tedy funkce f:y = 2", n € R. Odvodime pomoci derivace slozené funkce.
Derivace slozené funkce F(z) = flg(x)]:

F'(z0) = f'[g(x0)] - ¢ (20)
Necht tedy

1
(xa)/ _ (e(a-lnx))/ _ (e(a-lnx)) . (a . lna:)' —2%.q- ; _ a:ra_l

f. funkce sinus f : y = sinz. VyuZijeme vzorec pro rozdil sin o —sin 8 = 2sin # cos a—;rﬁ a dale také

, . .. .. sina
znamou limitu lim = 1.
a—0 @
: : 2 gin T=%e T+xo
. sinz —sinx, . sin F5* cos 5
lim ————— = lim =
T—To x — To T—To T — To
) sin = ) T+ xo 2z,
= lim [ ——=— |- lim { cos =1-cos— = cos o
T—To % T—To 2 2
. . . m p
g. funkce cosinus: protoze cosx = sin [z + 5) plati:
/ . ™\’ 7r L LT .
(cosx) = (sin x+§ = cos :U—{—E = coszcos 5 —sinzsing = —sinz

Vzorec lze odvodit i zcela analogicky zptisobem jako vzorec pro sinus.
h. funkce tangens a cotangens: lze odvodit snadno jako derivace podild funkci

sin CcoS
tgxr = a cotgr = ——.
Ccos T sin T

Pro zajimavost ukédzeme odvozeni vzorce pro cyklometrickou funkci y = arcsin z, tedy
x = siny. Déle vyuzijeme vztah cosy = \/1 — sin? y a vzorec pro derivaci inverzni funkce:
1 1 1 1

. /
arcsinxT) = N - = =
( )= gy cosy V1-sin?y V1-a?

Odvozeni ostatnich cyklometrickych funkci lze provést obdobné.
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