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Vysetrovani priubéhu funkce pomoci
diferencialniho poctu

VysSetfovani pribéhu funkce patfi mezi zakladni tlohy diferencidlniho poctu. Pomoci jeho metod
ziskédvame postupné predstavu o funkci, az jsme schopni sestavit nacrtek grafu funkce a zjistit jeji obor
hodnot.

P1i vysetfovani prubéhu funkce postupujeme podle nasledujiciho navodu:

1. Krok - Zakladni vlastnosti funkce:

a. Uréent definiénitho oboru funkce - hledame v pfedpisu ty ¢asti, které n&jak omezuji definiéni
obor (vyrazy ve jmenovatelich, pod odmocninou, logaritmované vyrazy, argumenty funkce tangens a
cotangens).

b. Velmi dilezitym bodem vysetfovani prubéhu je také urédovani tzv. parity funkce - zda je funkce
licha ¢i sud&. Paritu funkce zjistime dosazenim vyrazu —x za x do puvodniho pfedpisu funkce. Pokud
vyjde f(—x) = x, jde o sudou funkci, pro f(—z) = —z jde o lichou funkci. Zjisténi, Ze je funkce licha
(resp. sudd), mize uSetfit mnoho préace - funkci sta¢i vySetfovat pouze na intervalu (0;00). Vétsina
funkci neni bohuzel ani licha, ani suda.

Pozn.: Je mozné tézZ urcéovat, zda jde o funkci periodickou. Pokud predpis funkce obsa-
huje v néjaké roli periodickou funkci, muZe se periodiénost projevit, ale nemust tomu tak
byt vZdy. Pokud je funkce sudd, jsou vlastnosti primo symetrické podle éisla 0. Tedy po-
kud ma funkce nap7v. v bodé 3 lokalnt maximum, pak ho ma jisté i v -3, je-li na intervalu
(6;7) konvexrnt, pak je konverni i na intervalu (—7;—6) apod. Pokud jde o funkci lichou,
obraci se vlastnosti, tedy pokud ma funkce napr. v bodé 8 lokalni minimum, pak ma
jisté v -8 lokdlni maxzimum, je-li na intervalu (3;5) klesajict, pak je na intervalu (—5;—3)
rostouct apod. V prazxi sudou, resp. lichou funkci vySetrujeme vZdy na intervalu (0;c0),
protozZe na tomto intervalu lze predpokladat snazst praci se znaménky.

2. Krok - Vysetreni vlastnosti funkce ve vyznamnych bodech:

a. Uréent limit v nevlastnich bodech - Vizdy vypocitame limity lirf f(x). Chovani v nevlastnich
T—>T 00

bodech je zésadni pro urcovani globalnich extrémi.

b. Uréeni limit v izolovanych bodech, ve kteriych funkce neni definovand Jedna se o vypoCty
obou jednostranych limit v kazdém bodé, ve kterych nelze dosazovat do pfedpisu funkce. Tedy jde o
limity lim f(x)a lim f(x), kde z, je bod nespojitosti funkce.

T—To+ T—To—

c. Uréeni pruseciku s osami - dosazenim hodnoty x = 0 (resp. y = 0) do pfedpisu funkce do-
staneme druhou soufadnici pruseciku s osou y (resp. x). Pokud je to v nasich silach, uréime znaménka
funkce v jednotlivych intervalech.
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3. Krok - Derivace:

a. Spocitame prvni derivaci funkce - prvni derivaci vyuzivame k vySetfeni monoténnosti funkce.
Na intervalech, kde je f’(x) > 0 je ptuvodni funkce f rostouci, na intervalech, kde je f'(xz) < 0 je
ptvodni funkece f klesajici. Dilezitymi body jsou body, kde f’(z) = 0 (tyto body se nazyvaji stacio-
ndrni) a body, ve kterych neni derivace funkce f definovana. Tyto body jsou podezrelé s extrémi. Zda
v nich nastéva extrém, pozname ze zmény znaménka derivace, nebo z hodnoty druhé derivace v téchto
bodech. Ve stacionarnich bodech v kazdém piipadé spocitame funkéni hodnoty - af jde o extrém, ¢i
ne.

b. Spocitame druhou derivaci funkce - z hodnoty druhé derivace zjistujeme, zda je funkce
konkévni ¢ konvexni. Plati-li f”(z) > 0, je pivodni funkce f konvexni, je-li f”(z) < 0, je ptivodni
funkce f konkdvni. Body, ve kterych f”(xz) = 0, mohou byt inflezni, pokud v nich druha derivace
méni své znaménko. Nakonec vypoc¢itdme hodnoty funkce f”(x) ve staciondrnich bodech (oznacme je
napf. x), abychom zjistili, zda se v nich nachazi extrémy. Je-li f”(z;) < 0, jednd se o maximum, je-li
f"(zs) > 0, jedna se o minimum.

Pozn.: Celou situaci okolo prvni a druhé derivace nejlépe zndazornime pomoci tabulky,
ktera rozdéli definiéni obor na intervaly podle stacionarnich a inflexnich bodu. Napr:

(003 =2) | =2 | (=2%1+V3) | 1+V3 | (1+V3;5) 5 (5; +o0)

T
f(x) / 1 /" 3 . —2 /
(@) & 0 ® 0 o 0 &
f(z) N n.e. U lok.maz. N lok.min. U
7(z) = 0 o —7 S 1 o

kde n.e. znamend "nenastavd extréem”
4. Krok - Svislé a sikmé asymptoty funkce:

a. Svislé asymptoty (jinak téZ asymptoty bez smérnice) - svislé asymptoty ma smysl uva-
zovat pouze v bodech, ve kterych neni funkce f definovana. Jejich rovnice je potom = = a, kde a je
bod nespojitosti funkce f.

b. Sikmé asymptoty - sikmé asymptoty je nutné hledat pomoci vypoctu limit. Asymptotu hledame
f(x)

ve smérnicovém tvaru, tedy y = kx + ¢. Smérnici k£ této primky vypocitame jako k = lirJ]rn —
r—+o00 I

¢islo ¢ uréime jako ¢ = lir}ra [f(x) — kz]. Totéz vypocitame pro z — —oo.
T—>+00

5. Krok - Graf a obor hodnot funkce:

Z informaci ziskanych v prvnich ¢tyfech krocich bychom méli byt schopni sestrojit graf. Zasadni je
spravné naneseni asymptot, priseciki s osami, staciondrnich a inflexnich bodi. Od téchto objektl se
odrazime ke konstrukci celého grafu. Z grafu poté muzeme vycist obor hodnot.

Cekaji nas krasné grafy tohoto typu:
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